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В работе излагается математическая модель и методика решения широкого класса задач топо-
логической оптимизации слоя адгезива для получения оптимальной микроструктуры и гради-
ентных свойств с целью снижения уровня напряжений в нем. Алгоритм реализован на базе ме-
тода конечных элементов и метода подвижных асимптот. Рассмотрен ряд примеров с целью 
получения оптимальной для снижения пиковых значений напряжений сдвига и отслаивания 
микроструктуры припоя в трехслойном пакете. Во всех случаях после оптимизации наблюда-
лось значительное снижение напряжений в слое припоя. Показано, что можно добиться почти 
равномерных напряжений сдвига в припое, возникающих за счет разности КЛТР материалов. 
Полученные результаты раскрывают потенциал разработанного алгоритма и показывают, что 
он может применяться для практических случаев. 
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Введение 
Производители в авиа-, судо-, ракето- и автостроении постоянно стремятся к высоко-
прочным конструкциям с малым весом. При проектировании структур правильный выбор 
технологии скрепления компонентов является решающим для определения надежности 
изготавливаемой конструкции. Механическое крепление, такое как заклепывание или за-
винчивание, представляется надежным решением для проектировщиков, однако техноло-
гия адгезионного соединения, отдельно, или в сочетании с механическим креплением, 
может значительно улучшить механические характеристики с точки зрения жесткости, 
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прочности и усталостной прочности [1-3].  Склейка или спайка представляют собой один 
из лучших способов соединения разнородных материалов.   
Адгезионные соединения имеют свои преимущества перед альтернативными метода-
ми соединения за счет распределения напряжений на более широкой площади по сравне-
нию с болтовыми или заклепочными соединениями, минимальный тепловой эффект для 
адгезивов (в отличие от сварки), высокую жесткость и высокое соотношение прочности и 
веса. Кроме того, адгезивы обладают лучшей устойчивостью к коррозии и усталости, а 
также хорошими характеристиками демпфирования.  
В отличие от неравномерного распределения нагрузок при соединении крепежными 
деталями, передача нагрузки между склеенными или спаянными компонентами непре-
рывна по всему клеевому шву. Это позволяет использовать более простые и легкие соеди-
нения. Другими словами, адгезионное соединение предоставляет возможность уменьше-
ния массы конструкции при обеспечении механической прочности. Исходя из этого, адге-
зионные соединения все чаще используются при проектировании механических  
систем [4-6]. 
На выход из строя адгезивных соединений сильное влияние оказывает неравномерное 
распределение напряжений и деформаций, которые, как правило, развиваются по линиям 
связи при сдвиговых нагрузках, а на спаянные соединения еще и изменения температуры 
эксплуатации за счет разных температурных коэффициентов линейного расширения 
(КЛТР), входящих в соединение материалов. Возникающие при спайке температурные 
напряжения изменяются в широких пределах в зависимости от характера температурных 
полей, геометрической конфигурации и свойств материала. Значительные уровни напря-
жений могут приводить к появлению трещин, термопластических деформаций и других 
нежелательных явлений, которые уменьшают прочность сварного шва. Оптимизация то-
пологии слоя припоя может решить проблему возникновения излишних напряжений в 
пределах заданных конструктивных и технологических ограничений. Для соединений, со-
стоящих из разнородных материалов, на поля напряжений также влияет отсутствие сим-
метрии конструкции. Это приводит к возникновению пиковых нагрузок на небольших 
участках клеевого или паяного шва, обычно расположенных вблизи концов шва (рис.1). 
 
Рис. 1. Распределение адгезионных напряжений клеевого шва при нагрузках сдвига [7] 
Математика и математическое моделирование, 2019, №2 3 
Для увеличения прочности адгезивных соединений требуется снижение пиковых на-
пряжений в соединяющем слое адгезива. Было проведено много исследований для повы-
шения прочности и долговечности адгезионных соединений. Большинство исследований 
по увеличению прочности таких соединений использовали параметрическую оптимиза-
цию, где переменные проектирования изменялись в выбранном диапазоне с использова-
нием заданных интервалов [8-11]. Влияние выбранных переменных изучались либо экспе-
риментально, либо численно. Правила и методы проектирования для улучшения прочно-
сти соединения обсуждались в [12], где были определены основные факторы, влияющие 
на прочность соединения. К ним относятся адгезионные свойства материала, толщина ад-
гезионного слоя, длина и ширина контакта адгезивного слоя и остаточные напряжения. 
Методы, используемые для увеличения прочности адгезионного соединения, включают в 
себя добавление кромок и изменение геометрии адгезива путем скругления или сужения 
адгезивных кромок. 
Всесторонний обзор целесообразных геометрических модификаций адгезионных со-
единений и их влияние на напряжения и эффективные силы соединения можно найти в 
[3], но такие подходы обычно значительно усложняют производство соединений. Было 
опубликовано несколько научно-исследовательских работ, посвященных уменьшению 
этих напряжений за счет изменения геометрии клеевого шва [13-15]. Многие из исследо-
ваний параметрической оптимизации на сегодняшний день сосредоточены на изменение 
угла откоса и угла прикрепления внутренней фаски [11, 16-21]. Сообщалось, что комбина-
ция этих двух характеристик создает соединения с наивысшей прочностью, однако опти-
мизированные значения этих двух параметров различаются в литературе. В работе [22] 
используется адгезионные вырезы для улучшения прочности однослойных клеевых со-
единений. В этой работе было проведено параметрическое исследование с использовани-
ем метода конечных элементов для поиска наилучшей геометрии и места размещения этих 
вырезов. Были исследованы три предварительно заданных размера надрезов, и была вы-
брана лучшая геометрия выреза на основе напряжения отслаивания.  
В дополнение к параметрической оптимизации, рассмотренной выше, для оптимиза-
ции прочности адгезивного соединения также могут использоваться непараметрические 
методы оптимизации такие как топологическая оптимизация и оптимизация формы. 
Алгоритмы непараметрической оптимизации направлены на оптимизацию структуры 
без учета предварительно выбранных переменных. Таким образом, основное преимущест-
во непараметрической оптимизации заключается в ее способности определять наилучшую 
форму и / или топологию без предварительного знания или оценки окончательной конст-
рукции. Однако применение непараметрических подходов к оптимизации геометрии адге-
зивного соединения не имеют широкого распространения до настоящего времени и в ли-
тературе можно найти лишь несколько работ на эту тему. Первая попытка оптимизировать 
форму адгезионного соединения, используя непрерывные переменные, по-видимому, бы-
ла выполнена в [8]. Целью этого исследования было получение соединений с максималь-
ной прочностью и минимальным весом в условиях статической нагрузки за счет измене-
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ния профиля адгезивов. Было обнаружено, что оптимизация формы дает значительное 
снижение уровней напряжений в адгезивном слое. Эволюционный метод структурной оп-
тимизации был использован для оптимизации формы адгезивного слоя в [10] с целью ми-
нимизировать максимальные напряжения в соединении. Было установлено, что этот метод 
эффективен для уменьшения максимального основного напряжения в адгезиве для всех 
изученных моделей. Снижение максимального основного напряжения составляло от 48 до 
64%. Пиковые напряжения отслаивания уменьшались на 66%. В [23] разработана автома-
тизированная процедура оптимизации формы на основе чувствительности с целью сниже-
ния адгезионных напряжений в одно- и двухсторонних соединениях, в которых разреша-
ется изменять как форму слоя адгезива, так и внешних слоев. Получены значительные 
улучшения по сравнению с обычными конструкциями, что обусловлено снижением пико-
вых нагрузок. Эти результаты показывают, что представленные процедуры численной оп-
тимизации формы позволяют создавать проекты, которые обеспечивают существенные 
улучшения по сравнению со стандартными конструкциями. В [24] исследуется примени-
мость алгоритмов непараметрической структурной оптимизации для оптимизации формы 
усиливающей заплаты на трещину в пластине. После оптимизации наблюдалось значи-
тельное снижение напряжений, что указывает на значительный потенциал этих методов.  
Во всех предыдущих работах оптимизации подлежали или форма соединяемых эле-
ментов или форма и расположение адгезивного слоя. Альтернативной стратегией является 
введение вариации/градуировки свойств по толщине или вдоль адгезивного слоя.  Подход 
заключается в модификации свойств материала или геометрии адгезива и/или адгезивного 
слоя, изменяющихся вдоль шва. Такие соединения называются «функционально градуи-
рованные адгезивные соединения».  Для создания градиентности адгезива были предло-
жены различные подходы: размягчение хрупких клеев с использованием частиц каучука; 
придание дополнительной жесткости гибких клеев с помощью стеклянных микросфер или 
наночастиц кремнезема [25,26]; и смешивание различных совместимых клеев или кон-
троль степени полимеризации через индукционный нагрев [27,28,29]. Несколько спроек-
тированных соединений были опубликованы в [30]. Одна из концепций предполагает ис-
пользование более мягкого клея на концах границ и жесткого в центре соединения.  Дру-
гая концепция представляет собой сужение адгезива на концах соединения, что позволяет 
сохранить нейтральные напряжения и уменьшить пиковые напряжения в адгезиве [31,32]. 
В последние годы на эту тему был опубликован ряд работ [33-35], в которых исследова-
лось влияние свойств адгезива на напряжения в нем.  В том числе: исследования на основе 
аналитических формулировок [36,37], численного моделирования [38,39] или комбинации 
этих двух методов [40-42].  
Многие из исследований, проведенных с учетом непрерывного изменения свойств, 
основаны на линейно-упругой модели материала. Среди них могут быть выделены работы 
[34,35]. 
Независимо от подхода, используемого для получения градиентности клеевого слоя, 
контроль процесса изготовления, с тем чтобы получить определенное распределе-
Математика и математическое моделирование, 2019, №2 5 
ние/изменение свойств с достаточной точностью является задачей самой по себе сложной 
и тем более при рассмотрении дальнейшего промышленного применения. Для решений на 
основе непрерывных изменений, сложность с точки зрения производства еще больше. 
Принимая это во внимание, многие исследователи пытались снизить напряжения / дефор-
мации используя би-клей с разной жесткостью слоев, который легче производить контро-
лируемым образом. В связи с этим, стоит упомянуть работы [38,43]. Однако улучшения, о 
которых сообщалось в этих исследованиях невелики, отчасти потому, что обычно двух 
смешиваемых фаз недостаточно. 
Несмотря на сложность изготовления градуированных адгезивных слоев, вид опти-
мальной для получения максимальной прочности соединения микроструктуры конкрет-
ной конструкции представляет собой огромный интерес, так как она определяет целевое 
решение, которое должно быть достигнуто.  
При скреплении разнородных материалов, существует дополнительная сложность, 
связанная с отсутствием симметрии в соединении. Это создает поля напряжений и дефор-
маций, которые также являются несимметричными.  
На основании проведенного обзора можно сделать вывод о том, что даже при приме-
нении непараметрической оптимизации во всех предыдущих работах оптимизации под-
лежали или форма соединяемых элементов или форма и расположение адгезивного слоя. 
Применение методов топологической оптимизации для определения оптимального рас-
пределения/изменения свойств градиентности самого адгезивного слоя не использовалось 
ранее в известных авторам работах.  
В работе излагается математическое построение и методика решения широкого класса 
задач топологической оптимизации слоя адгезива для получения оптимальной микро-
структуры и градиентных свойств с целью снижения уровня напряжений в нем. 
1. Постановка задачи 
При изготовлении микроэлектронных пакетов, наличие тепловых напряжений, созда-
ваемых разностью температур, является одной из наиболее серьезных проблем, которая 
может вызвать образование трещин и повлиять на их функциональные возможности. Из-
за разности тепловых коэффициентов линейного расширения (КЛТР) между материалами 
пакет подвергается термической деформации. Особое внимание необходимо направить на 
паяные соединения в пакетах. Паяные соединения обеспечивают электрическое соедине-
ние внутри пакета. Они также являются единственными механическими соединениями 
электронных компонентов с печатной платой. Изменение температуры при эксплуатации 
пакета между максимальным и минимальным значением температуры приводит к боль-
шей части сбоев в микроэлектронных пакетах. 
Для упрощения будем рассматривать в дальнейшем плоскую задачу термоупругости.  
Рассмотрим пакет в виде упругого неоднородного тела  , находящегося в плоском на-
пряженном состоянии или в плоском деформируемом состоянии в зависимости от протя-
женности тела вдоль оси 
3x , и состоящего из трех областей, как схематически показано на 
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рис. 2, где области  
i  соединены между собой, индекс i  обозначает номер области в 
диапазоне от 1 до 3. В соответствии с реальной упаковкой, верхний слой (слой 1) является 
подложкой, центральный слой (слой 3) – слой припоя, а нижний слой (слой 2) представля-
ет собой плату. Область находится в температурном поле   1 2( ), ,T x xx x . Обозначим 
  0( )T T  x x  -  изменение температуры относительно начальной температуры 0T , где 
0T  температура в исходном состоянии. Через ( ), ( )i iE x x  обозначим модуль упругости 
Юнга и температурный коэффициент линейного расширения в областях 
i   соответствен-
но. 
Двумерная упругая область   ограничена замкнутой поверхностью 1 2 3.    
Предполагается, что материал линейно упругий и изотропный.  
 
Рис. 2. Расчетная модель 
 
Граничные условия приведены на рис.2. На границе  1  - область жесткого закрепле-
ния. На границе 2  приложена нагрузка интенсивности t . Граница 3  свободна от нагру-
зок. 
Для поля смещений  1 2,u u  уравнение равновесия имеют вид 
  2,1,,0,  jijij  в  , (1) 
где 
ij тензор напряжений. Связь линейных деформаций с перемещениями определяется 
соотношениями 
  , ,
1
, , 1,2
2
ij i j j iu u i j    .  (2) 
Соотношения напряжение-деформация для плоского напряженного состояния запи-
сывается по закону Дюгамеля-Неймана [46] 
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    ( )( )ij ij ijE     x x x ,  (3) 
где 
ij  символ Кронекера, ( )E x  - модули Юнга и   x  - КЛТР материалов слоев. Для 
плоского деформированного состояния необходимо заменить  xE  и  x  в (3) на 
     21~  xx EE  и        1~ xx  соответственно. Поля смещений и температуры 
связаны через уравнение (3). 
2. Формулировка задачи топологической оптимизации 
Анализ напряжений в паяных соединениях показывает, что за счет малой толщины 
припоя в нем основными являются напряжения сдвига. Напряжения сдвига концентриру-
ется вблизи концов припоя, и имеют наименьшие значения в середине. Поэтому целью 
задачи оптимизации является снижение пиковых значений напряжений 
12  в слое припоя. 
Оптимизация микроструктуры припоя заключается в поиске наилучшего распределения 
заданного количества припоя  по области 
3  для достижения минимальных  пиковых зна-
чений напряжений 
12  в ней. 
Малое число ограничений в задаче оптимизации важно для сокращения вычислитель-
ных затрат и при первом рассмотрении привлекательным вариантом является введение 
для задачи оптимизации единственного ограничения на максимальное напряжение: 
  
3
12( ) ( )maxg r r 

  , (4) 
где  r x  - переменная проектирования и   - заданное значение максимальных напряже-
ний сдвига в припое. 
Однако оператор максимума не является дифференцируемым, что делает невозмож-
ным вывод аналитической чувствительности при наличии ограничения (4). Для его сгла-
живания в литературе были предложены непрерывные агрегирующие функции [44-46] 
объединяющие локальные напряжения в одно глобальное ограничение. В частности, в [45] 
предлагается глобальная агрегирующая функция вида 
  
 12
3
1
1
ln
r
g r e d
 





 
  
 
 
 , (5) 
где  - параметр штрафа, принимающий достаточно большое значение. Тогда неравенст-
во (4) может быть записано в виде 
  1 1max 0g r g  ,  (6) 
где ))(ln(1 3max1  mesg  , что достигается при  12  во всех точках области 3 .  
Второй агрегирующей функцией, наиболее часто используемой для локальных огра-
ничений, является приближенная p  норма  
  
3
1/
12
2
p
p
g r d
 


  
   
   
 , (7) 
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которая стремится к норме (4) при p . Численные эксперименты с использованием 
агрегирующих функций (5) и (7) показали, что применение функции (7) приводит к более 
быстрому сглаживанию напряжений сдвига. В дальнейшем в работе выбрана агрегирую-
щая функция (7).  
Для оптимизации топологии слоя припоя область   разбивается на  конечные эле-
менты. Проектная переменная )(xr определена только на области 3  и связана с модулем 
Юнга )(xE , с   )()( xxx  E  и с объемной плотностью материала  x  каждого элемен-
та из 3  по следующим соотношениям  (схема RAMP) [47]: 
  
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0
3, , ( ) ,
(1 (1 ) (1 (1 ) (1 (1 )
E r E r r
E x
a r b r a r
 
    
        
x x x
x x x
x x x
,  (8) 
где ba,  - параметры штрафа, используемые для обеспечения компактного распределения 
материала,  xr поле проектных переменных   10 0  xrr , 0r малое число, которое 
гарантирует ненулевую жесткость конечных элементов. При   1xr  вся область полно-
стью заполнена базовым материалом припоя. 
Проблема топологической оптимизации для задачи снижения пиковых значений на-
пряжений 
12  в слое припоя может теперь быть сформулирована в виде 
 
 0
3
1/
12
1
min
p
p
r r
d

 

  
  
   
x ,  (9) 
при ограничении 
  2,1,,0,  jijij  в  ,  (10) 
и изопараметрическом ограничении на физическую плотность  x   
  
3
3( )d mes 

    x ,  (11) 
где   обозначает долю материала припоя и  3mes - площадь области припоя.  
Для проекции поля проектных переменных в пространство 0/1, когда важно четкое 
определение границ оптимальной микроструктуры, применим фильтр Хевисайда [48]. 
Фильтр Хевисайда представляет собой ступенчатую функцию Хевисайда, которая проек-
тирует поле проектных переменных  (теперь называемое промежуточной полем проект-
ных переменных и обозначенным как )(x ) на реальное поле проектных переменных  
)(xr . Чтобы облегчить вычисление градиентов для анализа чувствительности при реше-
нии задачи оптимизации в вычислениях используется сглаженная функция Хевисайда 
 ( )( ) 1 ( )k kr e e    xx x ,  (12) 
которая является непрерывной функцией. Параметр 0k  описывает кривизну проекции, 
которая линейна при 0k , и приближается к  единичной ступеньке Хевисайда, когда 
k .  
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В дальнейшем для исключения эффекта «шахматной доски» в процессе оптимизации 
целевую функцию определим в виде линейной комбинации функции (9) и дополнительно 
введенной функции штрафа 
 
 
 
 
 
0
3 3
1/
212 0 max
1
3
min 1
p
p
r r
h h
q d q d
mes


 
 
    
       
     
 x x .  (13) 
Второе слагаемое является функцией штрафа, 0h   первоначальный размер сетки конечных 
элементов и maxh  - текущий размер сетки. Величина 10  q - заданный коэффициент, по-
зволяющий сбалансировать функцию цели и функцию штрафа друг с другом. 
Решение задачи оптимизации производилось методом подвижных асимптот. 
Для расчетов был использован МКЭ с линейными треугольными конечными элемен-
тами и неравномерной сеткой со сгущением в окрестности слоя адгезива. Примерное ко-
личество конечных элементов – 1400 с 1640 узлами. В этом случае число степеней свобо-
ды – 3280.  
3. Численные результаты топологической оптимизации 
микроэлектронных пакетов при тепловом воздействии. 
Пример 1. 
Рассмотрим термоупругий трехслойный пакет, свободный от механических нагрузок, 
конструкция которого приведена на рисунке 3. Пакет нагрет до температуры С100  по 
всей области. Область 1  заполнена дюралюминием с модулем Юнга и КЛТР равными 
6
1 1056,70 E Па и 
6
1 14 10
  К
-1
, соответственно. Материал области 2 – бронза с 
6
2 1076,11 E Па и 
6
2 1010
  К
-1. Область 
3  – область припоя, в которой необходимо 
найти оптимальную микроструктуру распределения заданного количества серебряного 
припоя с  6
3 1084,7 E  Па и 
6
3 1011
  К-1. Размеры пакета в миллиметрах показаны на 
рисунке 3. 
 
Рис. 3. Конструкция симметричного трехслойного пакета 
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При решении задачи оптимизации в схеме аппроксимации материала (8) приняты ко-
эффициенты 3а  и 5b . В функции цели (13) степень p  была принята 7p , коэффи-
циент 25,0q . 
 
Рис.4. Графики распределения напряжений сдвига на верхней (1,2) и нижней (3,4) границе области припоя 
 
На рисунке 4 для примера приведены графики распределения напряжений сдвига по 
верхней и нижней границе области 3  для полностью заполненного 1  материалом 
слоя припоя  (кривые 1 и 4) и для топологически оптимальной микроструктуры припоя 
при 6.0  (кривые 2 и 3). На графиках рис.4 и в дальнейшем по горизонтальной оси от-
ложено значение 1x  в миллиметрах, по вертикальной – Па12 . 
Из графиков видно, что для данного случая в процессе оптимизации происходит сни-
жение пиковых значений напряжений сдвига более чем в 3 раза на верхней границе при-
поя и примерно в 2,5 раза на нижней. 
В таблице 1 приведены ссылки на рисунки, на которых изображены оптимальные 
микроструктуры распределения припоя по области 
3  при различных значениях   - доли 
серебряного припоя. Здесь и в дальнейшем в топологиях оптимальных микроструктур 
красным цветом обозначены области, заполненные припоем, а синим цветом – пустоты. 
Значению 1  соответствует исходная неоптимальная конструкция с полностью запол-
ненной припоем областью 
3 . В третьем столбце приведено среднее значение напряже-
ний сдвига по области припоя 
 
 
3
12
3
1
S d
mes


 
 
.  (14) 
В четвертом столбце приведен процент снижения пиковых значений напряжений 
сдвига в оптимальной микроструктуре по отношению к пиковым значениям напряжений 
сдвига в исходной неоптимальной конструкции %100
12
1212 


неопт
оптнеопт


. 
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Рис.5. Топология оптимальной микроструктуры припоя для симметричного трехслойного пакета 
 
Таблица 1. Результаты топологической оптимизации для симметричного трехслойного пакета 
  Топология оптимальной микроструктуры припоя S    
1  1755,34 0,0 
0,8 Рис. 5а 894,74 60,0 
0,6 Рис. 5б 820,41 70,0 
0,4 Рис. 5в 700,14 75,0 
0,2 Рис. 5г 410,52 87,5 
 
Как следует из таблицы 1, наименьшее значение средних касательных напряжений  S  
в слое припоя достигается при минимальном значении  доли припоя  . Этот факт очеви-
ден, так как с ее уменьшением снижается площадь контакта первого и второго слоев, а, 
следовательно, разность их КЛТР имеет все меньшее значение. Во всех случаях ярко вы-
ражена градиентность оптимальной микроструктуры припоя, то есть ее неоднородность 
как по толщине, так и по длине. Причем на верхней границе припоя больше, что можно 
объяснить большим значением КЛТР верхнего дюралюминиевого слоя пакета. 
Пример 2. 
Рассмотрим термоупругий трехслойный пакет, свободный от механических нагрузок, 
конструкция которого приведена на рисунке 6. В отличие от предыдущего примера, об-
ласти 1  и 2  имеют различные геометрические размеры, а также отличные от предыду-
щего случая размеры и форму области припоя 3 . Остальные параметры и характеристи-
ки материалов те же, что и в примере 1.  
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Рис.6 Конструкция несимметричного пакета 
 
Проведем исследование топологически оптимальной микроструктуры припоя в зави-
симости от длины l  слоя  3 , которая приведена  в первом столбце таблицы 2. Во втором 
столбце приведены ссылки на рисунки, на которых изображены формы области 
3  с оп-
тимальными микроструктурами распределения припоя (рис.7).  В третьем столбце приве-
дены значения допустимой доли припоя  :  значению 1  соответствует исходная неоп-
тимальная конструкция с полностью заполненной припоем областью 
3 , второе значение 
в строке 75,0 . В четвертом - среднее значение напряжений сдвига S , рассчитанное по 
формуле (14). В пятом столбце приведен процент снижения пиковых значений Δ напряже-
ний сдвига в оптимальной микроструктуре по отношению к пиковым значениям напряже-
ний сдвига в исходной неоптимальной конструкции (см. рис. 8). 
 
а) 
 
б) 
 
в) 
Рис.7 Топология оптимальной микроструктуры припоя для несимметричного пакета 
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Таблица 2. Результаты топологической оптимизации для несимметричного пакета 
l  
Топология оптимальной микрострукту-
ры припоя 
  S    
4 
 1 603,95  
Рис.7а 0,75 564,93 60% 
3 
 1 804,41  
Рис.7б 0,75 748,16 60% 
2,5 
 1 953,92  
Рис.7в 0,75 876,61 61% 
 
Как видно из таблицы 2, введение дополнительных областей припоя за счет удлине-
ния его слоя не приводит к дополнительному снижению пиковых значений напряжений 
сдвига. Основная микроструктура припоя во всех случаях находится между верхним и 
нижним слоями пакета, остальные зоны припоя не влияют на уровень касательных напря-
жений и могут быть отброшены. Таким образом, наилучшей оптимальной микрострукту-
рой можно считать микроструктуру при длине слоя припоя равной длине верхнего слоя 
пакета ммl 5,2 . 
На рисунке 8 приведены графики распределения напряжений сдвига для неоптималь-
ной (кривые 1,4) и оптимальной (кривые 2,3) микроструктуры припоя на верхней и ниж-
ней границе слоя 3   для ммl 5,2 . Как видно из рис.8 в результате оптимизации было 
получено снижение пиковых напряжений сдвига по верхней и нижней границе припоя 
больше, чем в 2 раза. 
 
Рис. 8 Графики распределения напряжений сдвига по верхней (1,2) и нижней (3,4) границе области припоя 
 
Кроме припоя в виде прямого слоя 3 рассмотрим другие возможные геометрические 
формы области припоя. В первом столбце таблицы 3 приведены ссылки на рисунки ис-
ходных форм области 
3  с оптимальными градиентными микроструктурами распределе-
ния припоя (рис.9). Во втором столбце табл.3 указана заданная площадь области 
3 . В 
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третьем столбце приведены значения допустимой доли припоя  . В четвертом - среднее 
значение напряжений сдвига S , рассчитанное по формуле (14). В пятом столбце приведен 
процент снижения пиковых значений напряжений сдвига в оптимальной микроструктуре 
по отношению к пиковым значениям напряжений сдвига в исходной неоптимальной кон-
струкции. 
 
а) 
 
б) 
 
в) 
Рис.9 Топология оптимальной микроструктуры припоя 
Таблица 3. Оптимальные градиентные микроструктуры распределения припоя 
Топология оптимальной  
микроструктуры припоя  
)( 3mes    S    
Рис. 9а 0,4 
1 771,65  
0,75 656,80 50% 
Рис.9б 0,4 
1 809,65  
0,75 
739,75 
 
60% 
Рис.9в 0,4 
1 603,98  
0,75 564,92 60% 
 
Как видно из таблицы 3, введение дополнительных областей припоя, находящихся вне 
области между слоями пакета, не приводит к дополнительному снижению пиковых на-
пряжений сдвига. Основная микроструктура припоя находится между верхним и нижним 
слоями пакета, остальные зоны припоя не являются функционально значимыми и могут 
быть отброшены. Таким образом, наилучшей оптимальной микроструктурой можно счи-
тать микроструктуру из третьей строчки таблицы 2. 
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4. Численные результаты топологической оптимизации 
несимметричных пакетов при тепловых и механических нагрузках. 
Пример 3. 
Пакеты могут быть спаяны различным образом: внахлест, со скосом, ступенькой, 
двойным или одинарным коленом и другими способами. В спаянных соединениях распре-
деление напряжений неравномерно. Пики напряжения возникают в точках геометриче-
ских разрывов. При соединении внахлест на концах линии спайки присутствуют разрывы. 
Эти неоднородности приводят к изгибающим моментам, возникающим из-за эксцентриче-
ской нагрузки, а также к неравномерному распределению моментов вокруг слоя припоя. 
Эти моменты создают отслаивающие / нормальные напряжения в клеевом слое. Геомет-
рический разрыв также создает высокие напряжения сдвига на краях слоя припоя. Суще-
ствуют способы уменьшения этой эксцентричной нагрузки в соединения внахлест. На-
пример, было показано, что для этого являются эффективными сужение краев спаиваемых 
слоев и использование предварительных изгибов. Уменьшение максимальных напряже-
ний сдвига и отслаивания может быть достигнуто путем увеличения длины соединения, 
толщины припоя, толщины спаиваемых слоев и уменьшения модуля припоя. В данном 
примере все геометрические параметры соединения внахлест остаются постоянными, а 
снижение максимальных значений напряжений на концах припоя достигается за счет то-
пологической оптимизации микроструктуры припоя. 
Рассмотрим конструкцию, приведенную на рисунке 10. В отличие от предыдущих 
случаев, кроме теплового воздействия конструкция подвергается   механической нагрузке 
в направлении оси 1x . Неравномерное распределение моментов вокруг слоя припоя вызы-
вает дополнительные к температурным напряжения сдвига в слое соединении. 
 
Рис.10 Конструкция пакета и граничные условия 
 
Полученные результаты приведены в таблице 4. В первом столбце таблицы 4 приве-
дена заданная температура  С . Во втором  - приложенная к конструкции механическая 
нагрузка  НF . В третьем  столбце приведены ссылки на рисунки, на которых изображе-
ны оптимальные микроструктуры распределения припоя в области 
3 . В четвертом 
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столбце приведены значения допустимой доли припоя  . В пятом - среднее значение на-
пряжений сдвига S  и в шестом столбце приведен процент снижения пиковых значений 
напряжений сдвига в оптимальной микроструктуре по отношению к пиковым значениям 
напряжений сдвига в исходной неоптимальной конструкции. 
 
а) б) 
 
в) г) 
 
д) е) 
 
ж) 
Рис.11 Топология оптимальной микроструктуры припоя при тепловых и механических нагрузках 
Таблица 4. Результаты топологической оптимизации при тепловых и механических нагрузках 

 
F  
Топология оптимальной  
микроструктуры припоя 
на рисунках 
 
  S    
0
 3000 
 
- 1 1501,15  
Рис.11а 0,5 1501,00 78% 
1
0
0
 
0 
 
- 1 1510,10  
Рис.11б 0,5 620,00 72% 
1000 
 
- 1 1400,90  
Рис.11в 0,5 698,90 77,3% 
3000 
 
- 1 1524,95  
Рис.11г 0,5 1508,7 71,5% 
-1
0
0
 
0 
- 1 1510,10  
Рис.11д 0,5 620,00 72% 
1000 
- 1 1661,95  
Рис.11е 0,5 760,55 
75% 
 
3000 
 
- 1 2080,00  
Рис.11ж 0,5 1562,90 69% 
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Приведем графики напряжений сдвига для различных случаев нагрузки: только меха-
нической нагрузки (рис. 12 а) й нагрузки (рис. 12 б) и также их совместного действия (рис. 
12 в). Графики 2 и 3 значений 12  на всех рисунках соответствуют оптимальным конст-
рукциям, а графики 1 и 4 – исходным конструкциям.  
 
а) 3000 , 0F Н С  o  
 
б)  0 , 100F Н С  o  
 
в)  СНF 100,0    
Рис.12 Графики распределения напряжений сдвига по верхней (1,2) и нижней (3,4) границе области припоя 
для механической нагрузки (а) и термических воздействий (б и в). 
Для начала проведем оптимизацию микроструктуры слоя припоя при действии только 
механической нагрузки. В данном случае среднее значение S как для оптимальной, так и 
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для неоптимальной микроструктуры в слое припоя остается неизменным, что связано с 
необходимостью уравновешивания растягивающей нагрузки F . Однако значения пико-
вых напряжений снизились более, чем в 4,5 раза на нижней границе и примерно в 1,5 раза 
на верхней. 
При отсутствии механической нагрузки и действии только термической нагрузки (
0 , 100F Н С  o  рис. 12б) и  ( 0 , 100F Н С  
o
 рис. 12в) происходит снижение как 
S , так и пиковых значений 12 : для  100 С 
o
 примерно в 4 раза на верхней границе 
слоя припоя  и в 4,5 раза на нижней, а для 100 С   o   наоборот, в 4,5 раза на верхней 
границе и  примерно в 4 раза на нижней.  
При совместном действии механической и термической нагрузки для 
СНF 100,3000   (рис.13а) на  верхней границе слоя припоя снижение пиковых на-
пряжений 12  происходит примерно в 3,7 раза, на нижней – в 3 раза, а для 
СНF 100,3000   (рис.13б) на  верхней границе в 4 раза, а на нижней более, чем в 3 
раза. 
 
а) 3000 , 100F Н С  o  
 
б) 3000 , 100F Н С   o  
Рис.13 Графики распределения напряжений сдвига по верхней (1,2) и нижней (3,4) границе области припоя 
при совместном действии механической нагрузки и положительных (а) или отрицательных (б) термических 
воздействий 
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Заключение 
Алгоритм топологической оптимизации использовался для оптимизации микрострук-
туры двух типов соединений с целью уменьшения пиковых напряжений в слое припоя. 
Результаты показывают, что полученные оптимизированные микроструктуры значительно 
снижают пиковые напряжения в слое припоя. Это было достигнуто за счет более жесткой 
структуры в центре пакета, которая приводила к более низким пиковым напряжениям от-
слаивания наряду с плавным распределением напряжений вдоль слоя припоя. Оптимиза-
ция соединений внахлест привела к получению нестандартных микроструктур слоя при-
поя за счет действия как термических, так и механических нагрузок, которые могут быть 
изготовлены с использованием процессов аддитивного производства. Оптимизированные 
микроструктуры давали более низкие пиковые напряжения по сравнению с однородным 
слоем припоя. Преимущество использования топологической оптимизации состоит в том, 
что микроструктура припоя не должна быть известна априори, и, таким образом, любые 
конструкции могут быть оптимизированы без предварительного исследования влияния 
исходных геометрических параметров на прочность соединения.  
 
Работа выполнена при поддержке гранта РНФ 16-11-10138-П. 
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The paper presents a mathematical model and method for solving a wide class of problems 
in topological optimization of an adhesive joint to obtain an optimal microstructure and gradient 
properties in order to reduce the level of stresses arising from both thermal and mechanical loads 
therein. 
Adhesive joints have advantages over alternative bonding methods. The paper shows that 
the introduction of graduating properties in thickness or along the adhesive layer is the most 
promising strategy to optimize the adhesive. The approach is to modify the material properties or 
the geometry of the adhesive, varying along the joint. 
In all the papers known to authors, the shape of the elements to be joined, or the shape and 
location of the adhesive layer, were subject to optimization. The topological optimization meth-
ods to determine the optimal distribution / change of the gradient properties of the adhesive layer 
itself were not used. 
In the paper, the stresses arising in the solder joints are analyzed; it is shown that due to the 
small solder thickness, shear stresses are basic in it. The shear stresses are concentrated near the 
ends of the solder, and have the lowest values in the middle. The objective of the optimization 
problem is to reduce the peak values of the shear and peeling stresses in the solder layer. The 
topological optimization of the solder microstructure is to find the best distribution of a given 
amount of solder in the region in order to reach minimum peak values of stresses. The advantage 
of using topological optimization is that the microstructure of the solder should not be known a 
priori, and, thus, any designs can be optimized without first studying the effect of the original 
geometric parameters on the strength of the joint. 
The algorithm is implemented using the finite element method and the method of movable 
asymptotes. A number of examples are considered in order to obtain the solder microstructure to 
http://mathmelpub.ru ISSN 2412-5911
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be optimal for reducing the peak values of shear stresses and delamination in a three-layer pack-
age. 
The results show that optimal microstructures significantly reduce peak stresses compared to 
a uniform layer. The obtained results reveal the potential of the developed algorithm and show 
that it can find practical use. 
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